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ise solide est à l'étal naturel, c'esl-à-d 

isliluée de la même manière dans tou 

ayant, une pression intérieure partout 

! et égale en tous sens, et qu'on fasse a. 

3s forces, elle subira une légère déforn 

»uii Cl ■■ imii.ia des pressions intérieures, réparties s 

vant des lois connues. Si les forces deviennent suffisa 

ment énergiques, les pressions dépasseront les limi 

de résistance, et il y aura rupture, sauf dans des cas ti 

particuliers; c'est ce qui arrive dans les eipérieni 

déterminant la résistance à l'extension , la compr 

sion, etc. Mais quand il s'agit de corps de grani 

dimensions, tes forces naturelles, la pesanteur, l'attr; 

lion, suffisent à produire cet effet, et les conditi( 

d'équilibre d'une masse solide se rapprochent singuliè 

ment de celles des fluides. 

Ce fait se présente sous deux formes très distinct 
Supposons par exemple qu'il s'agisse d'un corps bon 
gène, de la grandeur de la terre, ayant la même rotatii 
mais avec une figure extérieure notablement diEféren 
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i NOTE SUR L ÉQUILIBRE 

ans ce cas, qu'il fût ou non à l'élat naturel, l'attractioQ 
e ses parties produirait à l'instant une série de ruptures, 
iisqu'à ce qu'il eût pris à peu près la forme du sphéroïde 
3rrestre. 

Si au contraire it a exactement cette forme qui est 
elle d'une masse fluide en équilibre, il ne pourra y 
voir de déformation extérieure; mais si on le suppose à 
état naturel défini ci-dessus, et que l'attraction et la 
)rce centrifuge viennent à agir, il y aura une série de 
Dplures purement internes, entraînant des déplacements 
loléculaires assez semblables à ceux d'une masse Suide : 
i loi des pressions intérieures cessera d'êlre celle d'un 
>lide déformé et coïncidera sensiblement avec la loi 
ydrostatique. 

Dans ce qui suit, je chercberai moins à donner une 
léorie générale de ces deux ordres de faits, qu'à les 
lettre en lumière dans certains cas où ils sont plus aisés 
reconnaître et qui se prêtent aux évaluations numéri- 
ues. Pour cela, je dois commencer par rappeler les lois 
jnnues que suivent les pressions intérieures d'un solide 
ïant toute rupture; je passerai ensuite en revue ; i" les 
is singuliers où des forces indéGnies ne peuvent altérer 
élat solide ni amener de rupture ; 2° les cas les plus 
mples oii la forme extérieure étant celle d'un fluide en 
]uilibre, la cessation de l'état solide est un phénomène 
urement interne; S" les cas où il y a changement de 
irme extérieure. 



I I. — Lois théoriques. 
Pour la démonstration des principes suivants je dois 
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renvoyer aux oovrages spédaux, me bornant à préc 
leur portée et leur degré d'exactitude. 

Rapportons tous les points d'un corps à trois axes i 
tangulaires; convenons en outre de nomnaer cosi 
d'une droite ceux des angles qu'elle Tait avec les a 
Pour évaluer la pression sur une petite face plane a 
projettera sur les trots axes ta force exercée par une [ 
ticule m située d'un côlé sur une particule m' sii 
de l'autre; on ajoutera les projections homologues i 
respondant à toutes les associations possibles de d 
particules pourvu que la droite qui les joint coupe ii 
rieurement l'aire u; en divisant les sommes par &>, 
aura les trois composantes de la pression, agissant d 
le sens des coordonnées positives. 

Désignons-les 



pafX, 


ï. 


z> 


si la face m est perpendiculaire à 


parX, 


Y, 


z. 


si elle l'est à OY. 


parX, 


ï. 


z. 


si elle l'est à OZ, 



chacune de ces forces étant exercée par le c6té nég 
de la face sur le côté positif. Supposons ensuite qu< 
normale à la face ut ait pour cosinus {, m, n, et soi 
X', Y', Z', tes composantes de la pression exer 
par le côté opposé à la normale sur celui où elle 
menée; on aura alors : 

Z' = /Z, + mZ, + «Z,. 

Ce principe est d'une exactitude absolue, quelle ( 
soit la nature du corps, bomogèoe ou non, en repos 
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en mouvement. En tous cas, X, , X, , Y, , 
peuvent varier brusquement, et sont des foactii 
Dues de X , y , z. 
Dans le cas ou le corps esL en repos, on aura 

dx~^ dy~^ dz ' 

dx^dy^dz ' 

dx '^ dy '^ dz ' ■ 

en nommant X , Y , Z , les trois composant 
force, autre que les pressions, agissant sur 
volume V, divisées par ce volume. 

Supposons maintenant que le corps soil i 
homogène à l'état naturel sur lequel viennent i 
pressions extérieures ou d'autres forces; lani 
limites de résistance ne sont pas atteintes, il i 
l'observation qu'une petite masse, tout en se 
n'éprouve qu'une légère déformation ; en d'à 
mes, le trajet d'une particule, quoique sensi 
progressivement. Par conséquent, si l'on déf 
x , y , z , \bs coordonnées primitives de la pa 
par x~j-u , y -{-V . z -j- tv , ce qu'elles d 
après la déformation, on pourra regarder m 
conmie des fonctions continues d'x , y , z. Le 
santés X, , etc., auront alors pour valeur : 

='■+l''ïï^1'■•''■=''■+l'■ïï• '■=«■+ 

V.=P'-hi-g, Z.=H+ 
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'S P , etc., dont tous les termes sont néga 
finies comme il suit : 

^du dv dw\ _, f^du dv^ 
[d^^Ty-^^Tz)' -^^^Kry^d^, 

jrs donnent lieu aus remarques suivantes : 

lésigne par [i une constante positive, par ii 

instante représentant la pression uniforme 

îl. La face (o est supposée avant la défor 

i les situations indiquées, après quoi elle s 

une nouvelle face u' autrement placée; mai 

etc., représentent les pressions exercées d 

lutre de u', de sorte que X, , etc., sor 

à l'unité de surface non déformée; leséqua 

ibsistent dans cette hypothèse, en détînissar 

', Y', Z'. 

it au degré d'exactitude, supposons que 1 

le deux particules se change en r (1 + e); 1 

néaire e esl très petite tant que les limites d 

le sont pas atteintes; en conséquence, on n* 

s erreur sensible ; en outre, x ei x' étant dt 

s de deux molécules voisines, x' — x i 

x' — X -\- u' — M qu'on développe par I 

ylor, mais on néglige les termes du deuxièni 

l d'u , ,, . . . j , 

me - — (x' — x) , vis-a-vis de x' — x : e 

1 , 3f—X , 

= -, leur rapport est — — ; or x — 



ç4-- 






m 
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est de l'ordre de grandeur des distances moléculaires^ et 
p est le rayon de courbure d'une ligne ayant x pour 
abscisse et u pour ordonnée : si celle-ci représentait la 
déviation d'une lige mince, ce serait le rayon de la courbé 
qu'elle forme; cette nouvelle erreur est donc encore plus 
faible. 

3° Pour que le solide soit en équilibre, il faut que 
u , V , w satisfassent les équations (2) en tout point 
intérieur; quant à la surface limitant le solide, si une 
portion est fixe, il faut qu'on ait w = v = «; = o; si elle 
est libre, avec une pression extérieure et normale A, il 
faut que ses composantes soient égales aux valeurs (1) 
de X' , Y' , Z'; si une portion est simplement appuyée 
contre une paroi fixe, il faut que la projection de l'écart 
moléculaire sur la normale à la paroi soit nulle, et que la 
pression donnée par les formules (1) soit perpendicu- 
laire à la paroi. L'ensemble de ces conditions détermine 
complètement les pressions. 



I IL — Conséquences générales de ce qui précède. 

1® Supposons le corps de nature quelconque. Il arrive 
* fréquemment qu'en un point la pression dans les direc- 
tions principales est partout normale, c'est-à-dire 
qu'on a : 

Xi = p, Yj = 9, Z, = r, 

les autres quantités X,, etc., étant nulles. Les équa- 
tions (1) se réduisent alors à : 

(5) X'=-p/, T=qm, T=rn.^ 



• - . • - ». 



v^ 
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Si en outre p = q ^=zr, il est clair que sur toute face 
la pression est normale et constante ; si l'on a seulement 
p =3s ç, on en pourra dire autant des faces passant par 
Taxe des z, ou pour lesquelles n = o, parce qu'alors 
X'=/p, Y'=tnp, Z'=o = «p. 

Dans tous les cas, quoique les pressions soient des 
groupes de forces, on peut les transformer comme une 
force unique et en particulier décomposer celle-ci en une 
pression f suivant la normale, et une pression tangen- 
tielle f; la direction de f^ ayant pour cosinus /, m, n, 
on aura à la fois : 

/'= /X' + w Y' + nZ', r+r = X'« + r» + Z'S 
el en remarquant que /* + w* + ^^ = ' • 



ou : 



r = {q — r)* m« w«+ (r — p)* »' P + {p — qyPmK 



Cherchons pour quelle direction /"est maximum; sup- 
posons pour cela : 

p>q>r, p — q = g, q--r=g\ p — r==g + g'; 

de la sorte flf et ^' sont positives et Ton a : 

f^ = g^t*{l — P) + g'^n^(l — n^)+igg'Pn^. 



Si m^ n'est pas nul, /* -f- w* <1, /* ou «* est infé- 

1 1 

rieur à - ; si par exemple /*<!-, augmentons un peu 

2 z 

P en diminuant d'autant m*; alors /' (1 — /*) augmente 
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de même que /^ ; pour que ceile-ci soit 
donc que m = o, on f = (p — r)' / 
comme i' -f-n' = 1, il faudra encore su 

1 
= â. et : 



(6) 



_P- 



2 



Ainsi la pression tangenlielle maxima et 
rence de la plus grande et de la plas peti 
principales, et la normale est bissectrice de 
correspondent. 

.Pour toute substance, il existe une cert 
résistance au glissement; c'est un nombi 
mes par mètre carré, tel que les molécu 
exercer une pression tangenlielle supériei 



(7) 



= r et les équations (2) se réduise 

dx 'du ' dz 



qui expriment la loi hydrostatique. 

2" Supposons maintenant qu'il s'agiss 
l'état naturel : la pression intérieure sup 
a été désignée par ^' : on ne sait pas à ji 
négligeable, ou s'il n'existe point une pr 
de l'élber dont on devrait tenir compte; e 
ne pouvant être augmentée ou supprimée, 
sion atmosphérique, resterait inaperçue è 
mènes ordinaires; l'expérience suivanlt 
question. 
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Supposons lin cylindre homogène, ayant son ase ver 
tical, sa base inférieure circulaire reposant sur un plai 
fixe : une pression uniforme k est appliquée à la bas 
supérieure : la surface convexe est libre. On observ 
alors une dilatation linéaire a dans )e sens du rayon, un 
contraction b dans le sens vertical. En prenant l'axe pou 
celui des z, l'origine au bas^ cette déformation est ain: 
exprimée : 

« = ax, c == ai/, w = — bz; 

tes formules (3) et (4) donnent : 

X,=Y,=|i'(l4-o)+|i(fr— 4a) , Z,=ji'(l— 6)+(i(;)é— 2a] 

les autres pressions X,, etc., sont nulles; l'action de I 
pesanteur étant négligeable, on aX^Y — 2=0. ( 
les équations (â) sont satisfaites. Ainsi, suivant les Iroi 
directions principales, les pressions sont normales et leu 
valeur constante,' et comme X, = Y,, la pression su 
tout plan vertical sera normale et égale à X, ; un élémer 
u de la surface convexe a subi une contraction b en bau 
teur, une dilatation a en largeur et s'est ainsi changé e 
w' = w(l 4-o)(l — 6) ou » (1 -f-o — b); la pressio 
extérieure étant ^' et agissant sur la surface u' do 
reproduire la pression X, o>; par suite : 



e que f* est négligeable. 

1 n'y a donc pas de pression étbérée agissant sur I( 
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is pondérables; quant à la pression atmc 
effets peuvent Être compris dans les forn; 
mation ; en conséquence, la pression ini 
regardée comme nulle et les termes qui 
dans les formules (3) sont censés su| 
ut ce qui suivra; substituant alors ces 
formules (2), elles prendront la forme : 

H d. /du 1^ rfj^ dw\ 

^'^ dxKdx'^'dy^Jz)'' 

(/* p , „ d. rf u , dv dw\ 



-, + TT.+^. 



dtf .dx dy dzj' 



^ dy'^ dz'^ dsKdx^ dn^ di. 



)- 



— Cas oà des presaions indé^mes ne 
produire la rupture. 

:as sont ceux où par suite de la déforma 
s suivent la loi bydroslatique ; alors en 
is ne peuvent être amenées à se dépis 
puisqu'en leur donnant la mobilité du Qui 
mt en équilibre. 

'es les formules (3) et (4), il faudra p( 
pressions tangentîelles P ' , Q ' , R ' 
et P , Q , R égales ; p étant leur valei 
, V, w devront satisfaire tes conditions : 






+ë= 


= ", 


du , du, 

Tz+r,' 


dv 

"• Tz 


dv 


da 
~ dz 


=f, 


p= 


-S^f, 
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en désignant par cp une fonction inconnue ; on en tire : 



+ 



dydz dxdz 



~ ' dydz "■" dxdy 



d^v , rf*M? 



dxdz 



" *, 



ainsi : 



dUi 
dydz 



= 0, 



On trouverait de même , . 

dxdz dxdy 

premières formules (9) donnent aussi : 



d'il rf*cp 

dxdydz dydz 



— — — -= 0. Les trois 









d'u d^v 

1 • 



rficdy* da;Vy 



ou : 



d^(p d'y 



dz*^dx^ ' 



d'cp d*œ 
dy'^dz' ' 



amsi : 



d*(p 
d^ 



d»(p 



d^tp 



Les dérivées secondes de cp étant toutes nulles, on 

a (p = a' X + 6 ' î/ + ^ ' ^ ^ — ^y ®*^ désignant par 
a, a', 6', c' des constantes; la pression p a donc une 
forme analogue; mais si a\ b\ c' ne sont pas nulles à 
la fois, cp sera, à un facteur constant près, la distance du 
point quelconque {x , y , z) à un plan fixe qu'on aurait 
pu prendre pour celui des xy, et dans ce cas ç se réduit 
à hz, h étant une constante ; les valeurs suivantes satis- 
font alors les équations (9) : 



. \.. 



.«••'??« 






■■il 



I' ■ 



■,'Ç-' 



v5 .1 
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la: v=—ay w^—az, /)==5ji 

ions ne sont pas les plus g 
lient donc en' leur ajoul 
', «', w' , et il est clair 
dernière, devraient être ; 

V, w par h', v' , w', et < 

. , d'u' 

e ci-dessus - — = o, et ei 
dydz 



est indépendant de x, et i 
;s conditions seraient analo; 

/+/■, v- = n'x-lz+r, 

, étant des constantes; e 
uules (9), il faudra qu'on ; 

lation que représentent ce 
sion de quatre autres, ainsi 

— /' , w' ^ f" , mnTwent d« i 
ïf ^nx, w' = ô moniemtiit 
'' = 0, w' = — mx 
= — tz, te' ^ ly 
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Ainsi les solutions générales se composent des for- 
mules (10) ou (11) suivies d'un mouvement qui ne 
change rien à la situation relative des particules et peut 
être laissé de côté. 

Pour abréger, nous désignerons par (A) la déforma- 
tion que représentent les formules (11), et dans laquelle 
chaque particule se déplace vers l'origine, de façon que 
leur ensemble reste semblable à lui-même ;p est con- 
stante, et les équations (7) montrent que la force est 
nulle. Ce mouvement se produira donc dans un solide 
quand toute la surface extérieure est libre et qu'il lui est 
appliqué partout une même force normale p. Dans cer- 
lÊk tains cas, il se réalisera de la même manière dans un 
solide et un fluide; supposons par exemple celui-ci placé 
dans un cône de révolution ayant son axe vertical, le 
sommet en bas ; dans la condensation produite par l'ap- 
plication de la pression p à la surface, chaque particule 
se déplacera vers le sommet proportionnellement à sa 
distance, car de cette façon la surface reste horizontale et 
le groupement moléculaire est partout identique; le 
fluide subirait donc la déformation (A) ; mais en le rem- 
plaçant par un solide, celui-ci la subirait également, car 
les déplacements le long des parois leur sont tangents, et 
les autres conditions sont satisfaites. 

Pour nous rendre compte du mouvement représenté 
par les formules (10), nommons plans méridiens ceux 
qui passent par l'axe des z supposé vertical; la déforma- 

^ „ . u V 

tion est la même tout autour de 1 axe puisque - = -. 

X y 

Cherchons d'abord celle d'un petit volume entourant un 

point M (x, j/, z); soient a, /3, y, les coordonnées d'un 

point voisin par rapport à l'origine M, et «', j3', y', ce 

Archives, t. IV. — Juillet 1880. 2 



iS MOTE SUR l'équilibre 

qu'elles" deviennent : on aura «' ^ « -]- «' — 
déduira'de u en y remplaçant x, y, z par a; + ' 
2-^y; on trouverait de même /3',-/; mais à ca 
symétrie du mouvement nous poserons ensnii 
plaçant ainsi le point M dans le plan des^x; 
geant les termes du 2° degré on aura : 



= a + ft2a + hx-i , 



= P + A^P. y' = ï + A 



Ce mouvement relatif résulte de la succe 
deaic autres; dans le premier, les déplacemi 
-{-hxy, 0, — hxa, de sorte que le groupe enlii 
d'un même petit angle hx autour de la normal 
par M au plan méridien; dans le 2", les 
ments sont hzx, Az(3, Asy; le groupe éprouve aU 
formation (A) en restant semblable à lui-mêmt 
tation relative étant hz. Quant aui déplacée 
groupe même ou du point M, il sufSt aussi d 
poser dans le plan des zx : 




Soit 0' un point quelconque pris sa OX ; décrivons 
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circonférence de centre 0', de rayon 00'= c; pla- 
i-y le point M et soit (^ son angle polaire MO'X, et r 
islance MO ; on aura : 

:(l-Hcos (f), 2=:csîn f, r'=i'4-2'=2c'{l+cos ç), 

( = Ac' (i -f- cos ç) sin ç = — Ar' cos I (p — x-\ 

= — Ac^ (1 + COS !f) cos y = -â-Ar'sin Ty ~- J. 



e polaire cp- 

donc sur la circonférence dans le sens de la flèche. 
1 p= — SftAs; la force est donc — 5fiA, ou verticale 
laut en bas. 

'OHf concevoir on cas où cette déformation se réalise, 
ins tourner un cercle tel que le précédent autour de 
3 des z; enlevons du tore ainsi décrit la moitié supé- 
rieure au plan des xy, et regardons l'inférieure comme 
une surface creuse, qu'on remplira tour à tour d'un fluide 
et d'un solide, sans pression à la surface, mais avec une 
force constante et verticale agissant sur la masse; les 
valeurs (10) de m, v, w donneront bien les déplacements 
du solide puisqu'ils s'effectuent le long des parois; les 
pressions seront les mêmes que dans le fluide; mats 
celui-ci en se condensant conservera une surface hori- 
zontale ; dans le solide au contraire, le déplacement étant 
nul en 0, la surface acquerra une légère courbure de 
forme paraboioïde, et par suite les déplacements dilTére- 
ront de ceux du fluide. 
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omène consiitiie une propriété 
mais d'ailleurs ne peut en rien i 
mparaison pour ce qui suivra. 



— Ruptures sans changement 
extérieure. 

ns qu'un solide soumis à d'énor 
r) équilibre après avoir été p 
'asé; dans ce nouvel état, les [ 
3nt avoir des valeurs indéfinies 
igentielle ne peut dépasser ia I 

giisseatent, nombre qu'on | 
it en comparaison des antres | 
1) ont toujours lieu et l'on vern 

que / étant la pression tange 
rmate od a : 



/Y'— ntX')'+c;Z'— »X')'+(inZ'- 

— î»X', ou Im (Y,— X,)-|-, elc, 
r de X; il en est de même des le 
, , Zj , parce que ce sont des [ 
ainsi on en pourra dire autant i 
que les pressions normales parai 
rès peu entre elles. Nous verrons 
;s jusqu'à quel point cetle vali 
lydrostatique, et quelle analogii 
nents moléculaires d'un solide t 
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is d'abord le cas simple oii le corps est placé 
j cylindrique vertical, une pression k agis- 
irrace libre supérieure. Si c'est un fluide el 
B la pesanteur, il prendra partout la près- 
■ concevoir les déplacements moléculaires, 

partagé en 1res petits éléments; le groupe 
;onsliluani l'un d'eux devra se condenseï 

tous sens, en restant semblable à kii-méme: 
le temps tous descendront, de façon à com- 

produits par la condensation, 
ipiace le fluide par on solide à l'état naturel, 
*e les parois, en prenant pour origine ur 
ase, l'axe des z de bas en haut, \c. dépla- 
culaire sera purement vertical ; on aura : 

* A- • 

1^10 = — -—-z, a ou 
3i^ 



j conditions sont ainsi satisfaites. Comme 
)ression sur tout plan vertical est normale; 

la pression langentielle sur toat plan incliné 

1 

alement, d'après la formule (6), - (R — Pj 



i pression k sera suffisante, et certainemenl 

1 
ra - & > X, il y aura rupture ou écrasement 

]ue les déplacements moléculaires ne seroni 
lent verticaun, ou représentés par les valeurs 
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de u, V, w; mais après une rupture par 

des particules se détacheront d'une couche po 

comme des coins dans la cuuche inférieure; 

ment sera ainsi assez analogue à ceux du fluii 

La pression normale sur un plan horizonta 

stamment k pour valeur moyenne; c'est néc( 

l'équilibre de la portion de masse située au 

plan ; quant à la pression P sur un plan vertici 

cément ci-dessus aura pour effet de l'augmei 

A— P . . „ . 
ce que soit inférieur a a. 

Le phénomène précédent est nécessairemen 
et il arrivera un instant où des fragments r( 
seront entourés de portions tout à fait écras< 
partout la pression uniforme k; les fragment! 
ront alors dans le cas de l'expérience (A) et ne puurrum 
plus être brisés, quelle que soit la pression. 

La valeur de > a été déterminée avec une grande pré- 
cision pour quelques substances; on a trouvé pour le 
calcaire 121 kil. par centimètre carré; pour la brique 30; 
pour le fer 3200 à 3400 (l'expérience se réalisant lors 
de la rupture des boulons). Quant à la résistance à l'écra- 
sement, les expériences n'ont pas été faites dans les con- 
ditions précédentes, mais dans des cas où le solide n'étant 
pas appuyé latéralement il y avait changement de forme 
extérieure. 

Examinons maintenant le cas où le solide est une sphère 
homogène dont toutes les parties s'attirent suivant la loi 
Newtonienne; la surface est libre, sans pression exté- 
rieure, et aucune autre force n'agit. Prenons l'origine au 
centre ; soient c le rayon, p la distance du centre au point 
quelconque M (x, y, z); l'attraction lui est proportion- 
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tre représentée par hp , h étant une con- 
Ta donc subslittier dans les équations (7) 



-kx, Y = — Ay, Z= — Aï. 

m d'abord le i^olide remplacé par nn Qiitdd 
té, les équations (7) donneraient 

;k(c' — p'), p' = j;' + j(' + s' 

ivoii- p = à la .siirface pour p:= c. 

nt le flnide d'abord homogène, puis soumis 
force, chaque élément de volume, comme 
précédent, se condenserait sur lui-même, 

nae temps se tasseraient vers le centre où 

I serait la plus grande. 

3tait un fluide solidifié, il aurait les mêmes 

iléculaires, tes mômes pressions. Supposons 

'il soit d'abord à l'état naturel, puis soumis 
force ; on satisfera alors aux équations (8) 



islante arbitraire; le déplacement est ainsi 
vant le rayon et le même en tous sens; les 
tit avoir la même symétrie, il suffit de chér- 
ir en plaçant le point M sur l'axe des a;. 
= z = o après les différenciations on trou- 



Q = R=a(t(g/i^7a;'), P=a[i('5/'— Ha;'). 



NOTE SUR l'ÉQ 
luler à la siirfa 
I remplaçant x f 



4.HC'- 



e sur lin plan per 

:e sur tout plan [ 
itielle f snr un [ 



mule pour p = 
et il n'y a pas d'j 
e ce qui précède 
il la terre : hc es 
ité de volume a; 
e-ci, d'après les 

prise entre 5 - e 
une —, et prena 



3000c 

'' 8 ■ 
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rait être la pression tangentietle par 
isse de beaucoup la résistance de 
Il y aura donc écrasement, ei les 
onl vers le centre de façon à éga- 
u prè.'; comme celles du fluide, 
bre qui succédera à ce monvemenl, 
U plus aucun sens, mais les équa- 
(tent, el les neuf pressions X, , etc. 
lonnues. Malgré l'étal irrégulier de 
ons trouver jusqu'à quel pointées 
e la loi hydrostatique. 
ns-les d'abord parfaitement symé- 
centre, de même que la constitution 
luiront à deux fonctions P et R de 
nales, R .sur toute face passant par 
face perpendiculaire au rayon. Pour 
ons (2) dans celte hypothèse, sup- 
bas en haut, et soient Ox' , Oj/' , 
en faisant tourner les premiers de 
:; nommons X', , etc., les compo- 
orrespondanies. Par rapport à ces 
)x sont cos (p, — sinç, o; ceux 
o; ceux d' Oa, o, o, 1 ; et les 



., Z,=Z',siny+Z',cos(p, Z,=ZV 

mer les ases Ox' , etc., d'un angle 9 
ient Ox' , Oy' , Oz' , leurs nou- 
etc, les pressions correspondantes. 
)Oint M sur Ox' à la distance p; on 
, Y', = Z', = R , et les autres 
âsioQ sur un plan quelconque aura 
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" composantes suivant les axes, d'après 
IP , mR, nR ; sa composante suivant 
IP sin 9 -f- nR cos 9, en remarquant qui 

;elle-ci sont sine, o, cosfi; les valeurs 

p Oa:' , cos e, — sin 6 ; pour Oy' , o, o 

} , cos e ; d'où résultent 

=(P— ll)siDôcose, Z', = o, Z',= Psin' 

les substituant dans les valeurs de 7•^ , 
arquant qu'on a pour le point iA , x = p 

: p cos e sin tp , 3 =: p sin 9 , on trouvera 



slituanl celles-ci dans la 3"' équation { 
emarquaut que P , R .sont fonctions de | 

p dp\ (/ J p (ipVp' /"'' 

_f i-(4P_2R) = — fiî. 



rfp ' p 

upposons maintenant la niasse dans l'éta 
s pourrons de même exprimer les neuf fo 
au moyen des neuf autres désignées par 
mplacer les lellres X', , Y', par P, 
R -f- R, , de sorte qu'il y entrera en défîr 
'.pi autres fonctions inconnues dont nous 
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ju'elles sont nulles dans le cas de symé 

ins relatives k x, y. z pourront être 

d'autres relatives à p , 6 , tp ; après a\ 

, , etc., dans les équationïi (2), on en a 

i termes contiendront chacun un seul 

<^S rfS „ „ . 

— , — , S étant 1 une des neuf lettre; 

nt entre elles OD en trouvera nécessaireir 
tntre pas dans les coefficients, car leur I 
>endre de la droite arbitraire d'où cet a 
En désignant par E = o l'une d'elles 
erons par 



1 /* 



rmes contenant r— disparaUront; les aul 
df 

it ta même forme , en y remplaçan 
df , mais il sera plus simple de dési 

I par S cette valeur mc^enne; elle sera m 
fonctions ci-dessus dont la valeur ne pro\ 
gularités et oscille de part et d'autri 

- sont aussi nulles, la valeur moyenne '. 

int pas de 6; les équations, après ces supp 
ent avoir que la forme (13) devant la re 
ent dans le cas de symétrie. En nomn 
I langentielle correspondant à une normal 
l'angle a'Oir', elle s'exprimera par 

mais sa valeur moyenne —■' l f d<s se \ 
2 ic.f 
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- - ■ , les autres disparaissent de même 

P— R ^ 
qu on ait numériquement — — — < X ; re 

dp 
par •— , oïl p représente la loi hydrostal 

dp 

valeur (12), on aura 

— !^-; — 1- compris entre ± - 
dp 

et en intégrant de p quelconque à fj = 
laquelle P = o , p = o , il en résultera q 

P est compris entre p ± 4 X /.( 

le logarithme étant népérien. Par exempli 
on a p = - Ac', et en prenant X= 121 
respond au calcaire, employant les valeu 
hc , c , P se trouvera compris entre p r 

aura évidemment R ^ p avec une err 
même ordre, et même dans l'état irrégc 
santés normales n'en pourront pas difl 
En attribuant à la matière la résistance 

compris entre p (i ± ju)- " ®" ■"^^' 
dimensions de la terre les pressions suive 
statique, les déviations étant relativement 
Les résultats précédents sont évidemme 
de riiypolhèse que le corps ait été d'abord 
puis déformé et brisé, cas purement fictif 
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premier lieu, lis sont applicables à toute 
ique, pourvu qu'elle sotl sensiblement homo- 
is légères inégalités produites par les conden- 

mëmes causes agiraient évidemment si elle 
)uvemenl de rotation, pourvu que sa forme 
U celle d'un fluide en équilibre. On en pour- 
,ant si ta masse était hétérogène, pourvu que 
d'égale densité eussent la forme des surfaces 
un fluide, car dans le cas de l'immobilité où 
sont sphériques, les calculs ci-dessus seraient 
ivec de légères modifications. 
is ces divers cas, les pressions intérieures sui- 
ydroslalique avec une exaclittide relative qui 
ment avec ies t&mensions du corps, et si elles 
très valeurs, une série de ruptures les ramè- 
îlle-là. 



. — Stabilité de la forme extérieure. 

supposons plus que cette forme convienne à 
équilibre, ni que le corps soit à l'étal naturel ; 
?; (8) ne peuvent donc plus être employées, 
ition des pressions intérieures reste inconnue; 
1 recourir à une tout autre méthode. Suppo- 
n plan sécant séparant complètement du corps 

V qui ait le reste de sa surface libre; nom- 
action. Les pressions exercées suivant celle-ci 
; équilibre à l'ensemble des autres forces 

V ; ces dernières pourront être composées 
les étaient appliquées en un même point, puis 
î en une F parallèle au plan et une F' nor- 



NOTE SUR l'équilibre 
L'ensemble des présidions Ungentielles devra faire 



3ur aucune direction du pian /'ne dépasse la limite 1 
isislance, puisqu'elle esl la moyenne des pres^^ions 
nielles rapportées à l'unité de surface. Même si 
;ondition est satisfaite, la limite pourra être dépassée 
tains points qui céderont, et comme F ne change 
excès de pression se trouvera reporté sur d'autres; 
'in peut toujours supposer que cette sorte d'égali- 
des pressions j surtout si elle n'est pas brusque, 
: à conserver l'équilibre. 

)posons, par exemple, qu'il s'agisse d'une chaîne de 
■s représentée en coupe par la verticale AB sépa- 



ieux plans horizontaux AÂ' , BB' . Sa longueur 
idiculaireau plan de la figure est /; le plan sécant 
i est parallèle est figuré par AC ; soient p le polcls 
lèlre cube ; AB = A , BAC = i , d'où 

BC = Alansi, AC = -^, S=— .. 



poids du prisme ABC est — pth' tang i , sa com- 
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1 

Cette valeur ayant son maximum — ph pour e= 45**, 

il faudra qu'on ait pA < 4 X ; pour le calcaire 
X = 1210000 , p = 2000 à 2500 , d'où h < 2400»° 
ou 1900™ environ ; ce serait la plus grande hauteur per- 
mettant la stabilité en supposant la masse tout à fail 
compacte. 

Faisons la même recherche pour -un solide dont les 
parties s'attirent en raison inverse du carré des distances, 
sans qu'il agisse aucune autre force, et sans pression à la 
surface. On devra partager les deux portions V , V sépa- 
rées par le plan sécant en petits éléments v, v qu'on asso- 
ciera entre eux dé toutes les manières, et ajouter les 
composantes de leur attraction. Si le corps tourne avec 
une vitesse angulaire w , on y joindra les compOvSantes 
de la force centrifuge qui est w* r pour l'unité de masse 
à la distance r de l'axe; c'est une force fictive qui corrige 
l'erreur commise en regardant le corps comme immobile. 
Imaginons maintenant qu'on amplifie les dimensions du 
solide dans le rapport de 1 à n , en le laissant semblable 
à lui-même ; supposons V , V et chacun des éléments 
V-, v' amplifiés de même, sans changement de densité ni 

« 

de vitesse angulaire; p étant la dislance de v eiv\ — 

vv n^ 
se change en — — , de sorte que toutes les forces sont 

multipliées par w* ; il en est de même de la force centri- 
fuge, la masse de l'élément v sur lequel elle agit étant 
multipliée par w' , et r par n; il en sera donc de même 

F 
de F , et comme S se change en Sw\ / ou -^ sera rem- 
placé par fn^ ; la condition d'équilibre sera f<^-:\ elle 



n^ 



1-i^: 



• ,-*:*.■ 



12 NOTE SUR l'ÉQUILII 

era remplie, si pour tout plan sécar 
uppose pour la forme extérieure 
quilibre; si cela' n'a pas lieu, la ( 
alisfaite en prenant n assez grand. 
ieures compatéles avec l'équilibre in 
tasse sont celles d'un fluide en équil 
■tde relative qui croît sans limite avec 
e qrii précède la' masse peut être 
rincipe s'applique au cas où les coi 
e seraient pas disposées comme de; 
le principe énoncé à la fin du para 
•Olive ainsi complété. L'esemple s 
lée des limites numériques de cette 
En prenant pour unité le mètrf 
^présentons par 

kvv'SS- 
'4' f = — ^1 — 

attraction de deux petits volumes « 

ince r et pour poids spécifiques 3 , 

n prenant pour v la terre, dont 

euvent être supposées transportée! 

3rps attiré un mètre cube d'eau pla( 

4 
= S = 1, «'= — Ttr". r étant 

1 négligeant la force centrifuge, et 

45 

idemment â' = — , on aura 100 

8 

C 20000000 A, ou fc = r4^- 
150000 

Donnons au solide la forme d'un 

^ant pour demi-a*es a , h , c; il ; 

jntre et ses axes. 
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Nous devons ajoiiler les composantes des atlraclions 
de V sur chaque élément v, v^, p, ... de V; mais on 
peut les remplacer par celles de l'ellipsoïde entier, 
comptant ainsi de trop les attractions mutuelles de v, s, ....; 
chacune de celles-ci entrera deus fois dans la somme eu 
signe contraire et disparaîtra. L'attraction de l'ellipsoïde 
sur un point intérieur de coordonnées x, y, z, en 

réduisant sa formule à —, a comme on sait pour compo- 
santes" — K -K kx , — ^TiBy, — 47rC2, dans les- 
quelles 

(15) A = fe /'' ' coB-e«m»rfe 

•' l/(a' sin '6 -f- È' cos %{a' sin '6 -f <^* os '6) 

les valeurs de B , C s'en déduisent par des échanges de 
leltr.es. En prenant pour l'attraclion la valeur (14), et 
posant 

(!6) fe'=4irJtS' 

les composantes seront — k'vAx, etc., et leurs sommes 
X, Y, Z pour tous les éléments v deviendront 
— k' Klvx, etc.; mais en nommant G le centre de gra- 
vité de V et a;, , y, , z, ses coordonnées, on a comme 
on sait 2 u a; = V i, , et par suite 

(17) X = — fc'AVa;, , Y = — k'BYy, , Z = — i'CV2, ; 

c'esl-à'dire l'attraction totale de Y sur V est en grandeur 
et en direction celle de l'ellipsoïde entier sur la masse V 
concentrée au point G. 

Partageons V en tranches minces par des plans paral- 
Archives, t. IV. — Juillet 1880. 3 



NOTE SUR L EQUILIBRE 

li de S ; chaque section « aura son c 
: droite OH coupant l'ellipsoïde en 
ir suite se trouve aussi G ; nommai 
3, <p son angle avec la normale à S 
1 = -c' , G = a;', . on aura V x 
volume d'une tranche ; celle-ci ayant 
:os (S , on a 



■"/" 



x' dx' ces (p , 



férieure correspondant à S. On peut 
in coupant chaque section u suivant 
]laires à OH, qui seront ainsi des 
le ellipse; les aires semblables u si 
à leurs carrés et par suite à a'' - 
immant S' la section centrale parallè 






s* 

= ^^48^' 



y , 2 les coordonnées de H , de 

lale au plan tangent en H, ou au 

. . a; y 3 
mels comme on sait a —, — , — ; < 
fl' 6' c^ 

'a(a/ + pm -)- Yn) = /a;' + mxy 



' — i' f- = '" [ ~î + lî "T 
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1 S^ 

Les valeurs (1 7) se réduisent ainsi à X = Âr' A a*/ — , 

etc. Choisissons maintenant le plan sécant de manière à 
rendre f maximum. Si on le déplace parallèlement, 
X , Y , Z varient proportionnellement à S^ ; il en est 

F 

donc de même de F , et /" ou -— augmente avec S ; on 

devra donc prendre S = S' ou mener le plan par le centre; 
en divisant X, Y, Z par S' pour les rapporter à Tunité 
de surface, elles auront la forme p/ , qm , rn , dans les- 
quelles 



P = — 



A:' A a» 



î = — 



k'Bb 



r = 



k'Cc' 



Cette forme est celle des équations (5) du paragraphe II; 
ainsi l'équation (6) donnera la valeur maxima de la pres- 
sion tangéntielle /"quand on fait varier / , m , w ; on aura 
de la sorte 



si Ton suppose Aa^ > B6^ > Cc^ On peut démontrer 
que cela aura lieu en effet si a > 6 > c , et qu'en outre 
A a^ — C c^ augmente en prenant b = a; il suffira d'exa- 
miner ce cas, pour lequel l'ellipsoïde est de révolution et 
aplati; la valeur de /"est alors exacte. Nommant « l'apla- 
tissement, on substituera b = a, c = a (l — a) dans la 
formule (15) et la valeur homologue de C. En négligeant 



ûc* elles prendront la forme 



,r 



U cos ^9 sin e d 9 , où 



U= 



1— a 



l/i— 2acos''e 



=1— asin^e, U== 



1— 2asin'e 



,__=l+2asin«6 
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elle lotirnerail avec une forme sphéciqne. Celte pressioi 
esl inférieure à la limite de résistance du fer et de quelque 
métaux. Pour qu'elle ne dépassât pas la limite correspon 
liant au calcaire, il faudrait qu'on eût 



359420 a < 121 , 



' 3000 



Par suite, à moins de supposer la (erre entièrement solidf 
avec une résistance au glissement supérieure à celle di 

calcaire, elle ne pourrait supporter un changement de-— 

dans l'aplatissement, c'est-à-dire un changement relal 

Il faut remarquer que l'équation (19) est rigoureuse 
ment exacte pour uq ellipsoïde homogène ayant le rayo 
équatorial et la densité moyenne de la terre; pour celle-i 
elle-même, irrégulière el hétérogène, f est bien propor 
lionnelle à la déviation a , ces deux quantités devant s'an 

f 
nuler ensemble, mais le rapport — devrait subir une cor 

rection inconnue ; on peut se rendre compte de son degr 

d'approximation en remarquant que l'aplatissement ré( 

1 1 

est —- , et que pour I ellipsoïde homogène il serait — 

en employant le premier dans la valeur de f comme ci 
dessus le résultat est probablement trop faible. 



§ VI. — Remarques sur la cunslitulion des corps cékstei 
D'après tout ce qui précède, la forme extérieure de 
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res, qu'ils soient solides ou non, cel 
igale densité, et leurs pressions int< 
imentles méma'; que pour une masse 
■tout la distribution régulière des ( 
portance pour les lois de leur altrac 
On ne peut donc pas conclure de lei 
'ils ont été fluides; mais on a comi 
sons de le croire, et c'est même ur 
'ils sont fluides à l'intérieur avec 
erchons dans cette hypothèse ce i 
ultats trouvés. 

S'il s'agit de la terre, en la regardani 
rayon a, désignons par h l'épaisseu 
îposée très petite par rapport au 
igenUelle totale F qui agit sur un 
ïporiée uniquement par la portion 
] de 7t a* ; aussi les valeurs trouvée; 

en appel; 

amètres d'épaisseur de l'écorce, ce 

; à moins de donner à b des v 

n 

l f seront très grandes, et la déviai 

pourra être qu'imperceptible. 

En généra), des dérormations po 

ces plus faibles, et comme exeropl 

sr celle qu'éprouve le globe lun; 

la force des marées; mais il coi 

rer dans le calcul l'eËfet très faibU 

;e due à la rotation de l'astre en vin 

Donnons d'abord à la lune la foi 

nogène, les demi-axes a, b, c é 
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dons T le cenlre de la terre, celui de la lune que 
ons prendrons pour origine, OZ étant placé sur OT; 
lous désignerons OT par ^j; m et m' seront les masses 

le la lune et de la terre,- de sorte que —, — soient leur 

ttraclion k la dislance r sur l'unité de masse, unité à 
aqaelle se rapporteront les forces suivantes; a' sera le 
ayon équatorial de la lerre; celle-ci aura comme précé- 

48 
lemment-- pour densité; 5 désignera celle de la lune. 

Dn aura : 

a = 0,273 a'-= 1741200 ; 8 = 0,602 X ^ = 3,386 ; 

p = 60,273 a'; - = 81,S; 

la valeur de p est une moyenne. 

On peut, comme on sait, calcnler l'équilibre relatif de 
la masse lunaire en regardant son cenlre comme fixe 




pourvu qu'on joigne à la force agissant sur chaque point 
l'attraction exercée sur le centre, ou la force fictive 
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;issanl en sens contraire de OT ; on peut et 

rimer la rotation en joignant à ces forces I 
-iruge; en prenant pour OX l'axe de rotali( 
pour composantes o, u'y, u'z, u étant la 
laire. Gela posé, les axes seront fixes dans 1' 
ins le corps. Soient M un point du plan des 

MT ; l'attraction de la terre sera —, et en 1 
P 

it la force fictive -, on aura pour la com[ 

P 
int OZ ; 

t»'(p — a) m- 



* * - * -^ + e 



p" (p*-2pz + r' + x')» 



devient en négligeant de petits ternies ; li 

P 

inte suivant OX est -, et si le point M ei 

P 

m'x m'y 

lue doit être remplacée par -, 

P° p' 

, OY. L'attraction de la lune a pour comp 
ifi.x, — /x^y, — {iCz, (i étant un facteur c 
L, B, C l'expression (i 5) et d'autres analogi 
e totale aura donc pour composantes : 



Z = -(ia(G-2g-î'), 



